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Досліджуються мультиплікатив-
ні композиції векторних матриць. 
Встановлюються комутативні, адитив-
но та мультиплікативно-обернені векторні 
матриці. Приводиться процедура матрич-
ного представлення мультиплікативних 
композицій двох і трьох векторів
Ключові слова: кватерніоні матри-
ці, мультиплікативін композиції, таблиця 
множення, обернені матриці, транспону-
вання, комутативність, ортогональність
Исследуются мультипликативные ком-
позиции векторных матриц. Определяются 
коммутативные, аддитивно и мультипли-
кативно-обратные векторные матрицы. 
Приводится процедура матричного пред-
ставления мультипликативных компози-
ций двух и трех векторов
Ключевые слова: кватернионные матри-
цы, мультипликативные композиции, 
таблица умножения, обратные матри-
цы, транспонирование, коммутативность, 
ортогональность
Multiplicative compositions of vectorial 
matrices are analyzed. Commutative, additiv-
ely inverse and multiplicative inverse matrices 
are found. It is shown the procedure of matrix 
representation of multiplicative compositions of 
two and three vectors
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Введение
Обоснование актуальности разработки элементов 
исчисления кватернионных матриц и сферы их приме-
нения приводились в [9, 10, 11], что является система-
тическим дополнением известных результатов [1, 4, 12, 
14, 15, 16, 19]. Иллюстрацией эффективного использо-
вания этого математического аппарата служат работы 
[2, 3, 5, 6, 7, 8, 17, 18, 20, 22, 23, 24]. Водятся векторные 
матрицы как частный случай кватернионных матриц, 
исследуются их свойства и операции. Показывается, 
что математический аппарат векторных матриц по 
существу заменяет векторную алгебру и оказывается 
достаточным и удобным инструментом как в аналити-
ческих преобразованиях при построении математиче-
ских моделей, так и в вычислительном эксперименте, 
хорошо адаптированном к компьютерным технологи-
ям [19, 21].
Постановка задачи
Рассматриваются матрицы эквивалентные векто-
ру и противоположному вектору как частный слу-
чай введенной в [10] совокупности четырех кватер-
нионных матриц. Исследуются свойства, структура 
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мультипликативных композиций векторных матриц. 
Определяются коммутативные, аддитивно и муль-
типликативно-обратные матрицы. К рассмотренным 
мультипликативным композициям применяются 
операции транспонирования – полного, внутренне-
го, внешнего. С помощью свойства ассоциативности 
матричного произведения определяются тождествен-
ные векторные зависимости. Для мультипликативных 
композиций двух и трех векторов находятся матрич-
ные формулы в виде удобном для применения компью-
терных технологий. А также устанавливаются соот-
ветствующие тождества векторной алгебры.
Решение задачи
Вектор x i x j x k x= + +1 2 3  и противоположный век-
тор − = − − −x i x j x k x1 2 3  рассматриваются как част-
ный случай кватерниона a a ia ja ka= + + +1 0 1 2 3  и сопря-
женного кватерниона a a ia ja ka= − − −1 0 1 2 3  при равной 
нулю скалярной части a0 0=  [13]. Здесь полагается, 
что xi  ( i = 1 2 3, , ) – координаты вектора в прямоуголь-
ной декартовой системе осей. Вектор записывается в 
виде x0  - матрицы-столбца ( 4 1× ) или x
t
0  - матрицы-










= ,  x x x xt0 1 2 30= .
Вектору сопоставляются квадрат-
ные матрицы вида:
X E x E x E x= + +1 1 2 2 3 3,  или 
t t t tX E x E x E x= + +1 1 2 2 3 3,
а противоположному вектору – матрицы:
t t t t t t t tX E x E x E x= + +1 1 2 2 3 3,  или X E x E x E x
t t t t= + +1 1 2 2 3 3,
или являющиеся частным случаем матриц, эквива-
лентных кватерниону A At,  и сопряженному кватер-
ниону t t tA A,  [11]. Используя принятые обозначения, 









































































Матрицы, эквивалентные вектору и противопо-
ложному вектору являются косо-
симметричными:
t t
X X( ) = − ,  t t t tX X( ) = − ,  
t t t t t tX X( ) = − ,  t t t tX X( ) = − .
Откуда:
X Xt t= − ,  t tX X= − ,
т.е. эти матрицы являются аддитивно-обратными:
X Xt t+ = 0,  t tX X+ = 0.
При анализе мультипликативных композиций ма-
триц, эквивалентных не равным x i x j x k x= + +1 2 3,  
y i y j y k y= + +1 2 3  и противоположным векторам 
− = − − −x i x j x k x1 2 3,  − = − − −y i y j y k y1 2 3  воспользу-
емся свойствами базисных матриц [9, 10]. Например, 
результатом произведения матриц X Yt t  является 
матрица кватернионного типа [11]:



















имеющая базис E ii =( )1 2 3, , , если восполь-
зоваться свойством аддитивной обратности ба-
зисных матриц, и содержащая диагональную 
x y x y x y E1 1 2 2 3 3 0+ +( )  и кососимметричную составляю-
щие x y x y E x y x y E x y x y E3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1 1 2 3−( ) + −( ) + −( ) .  Вво-
дя для этого произведения обозначение Z , в разверну-
той записи получим:
Учитывая аддитивную обратность векторных ма-
триц X Xt t+ = 0,  Y Yt t+ = 0,  устанавливаем t tX Y Z = ,  
а также X Y Z = − ,  t t t tX Y Z = − .  Выполнив над ис-
ходным произведением операцию внешнего транспо-
нирования 
t t t tX Y Z( ) = ,  находим t t tX Y Z =  [11] 
Откуда, используя аддитивную обратность векторных 
матриц, получим X Y Zt t t = ,  а также t t tX Y Z = − ,  
X Y Zt t t = − .
Производя над исходным произведением опе-
рации полного и внутреннего транспонирования: 
t t t t t tX Y Z( ) = ,  X Y Zt t t t( ) = ,  находим Y X Zt t t t = ,  
t t tY X Z =  [11]. Откуда в силу аддитивной обрат-
ности векторных матриц следует t t t tY X Z = ,  
Y X Zt t t = ,  а также t t t t t tY X Z = − ,  Y X Zt t = − ,  
Y X Zt t t = − ,  t t tY X Z = − .
В силу свойств базисных матриц [9, 11] результат 
произведения векторных матриц X Yt  по структуре 
не является кватернионным, так как не может быть от-
несен ни к базису E ii =( )1 2 3, , , ни к базису t iE i =( )1 2 3, , . 
Вводя для этого произведения X Yt  обозначение J , 
в развернутой записи получим:
J
x y x y x y x y x y x y x y x y x y
x y x y x y
=
+ + − − + −
− −
1 1 2 2 3 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1
2 3 3 2 1 1 x y x y x y x y x y x y
x y x y x y x y x y x y
2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1
1 3 3 1 1 2 2 1 1 1 2 2
− + +
− + + − + − x y x y x y
x y x y x y x y x y x y x y x y x y
3 3 2 3 3 2
1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 2 1 1 2 2 3 3
+
− + + − − +
.
Z
x y x y x y x y x y x y x y x y x y
x y x y x y
=
+ + − + − − +
−
1 1 2 2 3 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1
2 3 3 2 1 1 + + − −
− + − + +
x y x y x y x y x y x y
x y x y x y x y x y x y
2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1
1 3 3 1 1 2 2 1 1 1 2 2 + −
− − + − + + +
x y x y x y
x y x y x y x y x y x y x y x y x y
3 3 2 3 3 2
1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 2 1 1 2 2 3 3
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Из аддитивной обратности перемножаемых здесь 
матриц следует t t tX Y J = ,  а также t t tX Y J = − ,  
X Y Jt = − .  Из коммутативности базисных матриц 
Ei  и 
t
iE i =( )1 2 3, ,  имеем X Y Y Xt t =  [11]. Откуда 
получаем t Y X J =  и далее, в силу аддитивной обрат-
ности векторных матриц, находим Y X Jt t t = ,  а также 
Y X Jt  = − ,  t t tY X J = − .
Аналогичный анализ проводится для произведения 
векторных матриц вида Y Xt ,  для которых вводится 
обозначение I  и приводится развернутая запись:
Из свойства аддитивной обратности векторных 
матриц устанавливаем:
t t tY X I = ,    Y X It = − ,    t tY X I = − .
Из коммутативности произведения Y X X Yt t = ,  
следует t X Y I =  и далее, используя аддитивную 
обратность векторных матриц, получим X Y It t t = ,  
t t tX Y I = − ,  X Y It  = − .
Приведенные здесь результаты мультипликатив-
ных композиций матриц, эквивалентных не равным 
и противоположным векторам, систематизируются с 
помощью таблиц умножения (табл. 1.)
Таблица 1
Таблицы умножения векторных матриц

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Из анализа приведенных таблиц умножения 
следует, что мультипликативные композиции век-
торных матриц сводятся к трем отличающимся ре-
зультирующим матрицам Z J I, , , одна из которых Z  
по структуре является кватернионной, а остальные 
всевозможные произведения векторных матриц сле-
дуют из приведенных трех в результате операций 
транспонирования, свойств коммутативности и ад-
дитивной обратности.
В частности, мультипликативные композиции ма-
триц, эквивалентных равным и противоположным 
векторам устанавливаются из полученных резуль-
татов. Так, пологая x yi i= , из приведенных формул 
следует:
X X x Et t = 2 0  
t tX X x E = 2 0,
t tX X x E = 2 0,  X X x E
t t
 = 2 0,
а также
X X x E = − 2 0,  
t tX X x E = − 2 0,
t t t tX X x E = − 2 0,  X X x E
t t
 = − 2 0,





2= + + .




Xt t( ) =−1 2
1
,  t tX
x
X( ) =−1 21 ,
t tX
x
X( ) =−1 21 ,  X x X




X( ) = −−1 2
1
,  t tX
x
X( ) = −−1 21 .
Для произведения векторных матриц X Xt вво-
дится обозначение V . Результирующая матрица V  в 
развернутой записи принимает вид:
Учитывая аддитивную обратность матриц, полу-
чим t t tX X V = ,  а также X X Vt = − ,  t t tX X V = − .  
Используя свойство коммутативности при умножении 
векторных матриц X X X Xt t = ,  находим t X X V =  
и далее, из аддитивной обратности матриц, следует 
t t tX X V = − ,  X X Vt t t = ,  X X Vt  = − .  Полученные 
результаты мультипликативных композиций матриц, 
эквивалентных равным и противоположным векторам 
удобно представить таблицей умножения (табл. 2)
Таблица 2
Таблица умножения равных векторных матриц

t tX X X Xt t
X
Xt t
x E x E
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Откуда видно, что результатом всевозможных про-
изведений равных и противоположных векторных 
матриц являются две различные матрицы, одна из 
которых x E2 0  является диагональной, а вторая V  об-
ладает симметрией относительно диагонали. Эти про-
изведения связаны коммутативностью, аддитивной 
обратностью и операциями транспонирования.
I
x y x y x y x y x y x y x y x y x y
x y x y x y
=
+ + − + − − +
− +
1 1 2 2 3 3 2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1
2 3 3 2 1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 1 3 3 1
1 3 3 1 1 2 2 1 1 1 2 2
− − + +
− + − +
x y x y x y x y x y x y
x y x y x y x y x y x y − +
− + + + − − +
x y x y x y
x y x y x y x y x y x y x y x y x y
3 3 2 3 3 2




x x x x x x x


























0 2 2 2 3







x x x x x x x− − +
.
47
Математика и кибернетика - фундаментальные и прикладные аспекты
Из анализа итоговых таблиц умножения вектор-
ных матриц, следует возможность свернуть их к ком-
пактной записи:


























ограничиваясь рассмотрением векторных матриц, 
соответствующих базису Ei  и E ii
t =( )1 2 3, , .
Используя эти две векторные матрицы, опреде-
ляемые базисом Ei  и E ii
t =( )1 2 3, , , представим в ма-
тричной форме мультипликативные композиции век-
торной алгебры, содержащие скалярные и векторные 
произведения двух a b,  и трех a b c, ,  векторов. Этим 
векторам
a i a j a k a= + +1 2 3,
b i b j b k b= + +1 2 3,
c i c j c k c= + +1 2 3
сопоставляются векторные матрицы A B C0 0 0, , ,  а 
противоположным векторам – матрицы A B Ct t t0 0 0, , .  
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1 1 2 2 3 3
2 3 3 2
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Здесь выделены блоки, сопоставляемые скаляр-
ному
a b a b a b a b⋅ = + +1 1 2 2 3 3
и векторному произведениям векторов:
a b i a b a b j a b a b k a b a b× = −( ) + −( ) + −( )2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1 .














− ×( ) .
В результате сложения рассматриваемых ма-
тричных произведений определяется матричное 
представление скалярного произведения векто-
ров:
A b A b
a bt
0 0 0 0 2
0
⋅ + ⋅ → ⋅ ,
а матричное представление векторного произве-
дения векторов находится при их вычитании:
A b A b
a b
t
0 0 0 0 2
0






0 0 0 2
0
+( ) → ⋅ ,    A A b
a b
t





Обра зуем мультипликативные композиции 
векторных матриц, сопоставляемых трем векто-
рам a b c, , . и определим матричное представление 
смешанного и двойного векторного произведе-
ний:
A B c0 0 0⋅ ⋅ ,    A B c
t
0 0 0⋅ ⋅ ,  A B c
t
0 0 0⋅ ⋅ ,    A B c
t t
0 0 0⋅ ⋅
Свойство ассоциативности умножения матриц 
определяет две возможные последовательности пере-
множения этих матриц:
A B c A B c A B c0 0 0 0 0 0 0 0 0⋅ ⋅ = ⋅ ⋅( ) = ⋅( )⋅ ,
A B c A B c A B ct t t0 0 0 0 0 0 0 0 0⋅ ⋅ = ⋅ ⋅( ) = ⋅( )⋅ ,
A B c A B c A B ct t t0 0 0 0 0 0 0 0 0⋅ ⋅ = ⋅ ⋅( ) = ⋅( )⋅ ,
A B c A B c A B ct t t t t t0 0 0 0 0 0 0 0 0⋅ ⋅ = ⋅ ⋅( ) = ⋅( )⋅ .











⋅ ⋅( ) →
⋅ ×( )
− ⋅( ) + × ×( )
⋅ ⋅( ) → − ⋅ ×( )
− ⋅
,
c a b c
A B c
a b c




( ) − × ×( )
⋅ ⋅( ) →
⋅ ×( )




0 0 0( ) →
− ⋅ ×( )
− ⋅( ) + × ×( )
a b c
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A B c
a b c









− ⋅( ) + ×( )×
⋅( )⋅ → − ×( )⋅
⋅(
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) − ⋅( ) + ×( )×
⋅( )⋅ → ×( )⋅
⋅( ) − ⋅( ) + ×(
c a c b a b c
A B c
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⋅( )⋅ → − ×( )⋅








Из полученных соответствий составляются алге-
браические суммы с целью выделения искомых век-
торных выражений той или иной структуры.
Так, из первой совокупности соответствий сле-
дует:
Используя вторую совокупность, получим:
Используя свойство ассоциативности умножения 
матриц, рассмотренные суммы произведений матриц 
преобразуются в произведения сумм вида:
Откуда устанавливается компактная матричная 
запись, представляющая искомые векторные опера-
ции над тремя векторами:
A A B B c
a b c




0 0 0 0 0
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+( ) −( ) → ⋅ ×( )
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A A B B c
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−( ) −( ) →
⋅( ) − ⋅ ×( )
+( ) −( ) → ×
,
b c
A A B B c





−( ) +( ) →








0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
,
,
c b a c− ⋅( )
.
Апробация результатов



















































В частности, уменьшив размерность 
перемножаемых матриц, приходим к из-































Сопоставляя полученные здесь результаты, 
приходим к заключению, что равным матрич-
ным выражениям соответствуют тождественные 
A B c A B c A B c A B c
a b c
t t t t
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
0
⋅ ⋅( ) − ⋅ ⋅( ) − ⋅ ⋅( ) + ⋅ ⋅( ) →
× ×( ) ,
A B c A B c A B c A B c
a b c
t t t t
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0
⋅ ⋅( ) − ⋅ ⋅( ) + ⋅ ⋅( ) − ⋅ ⋅( ) → ⋅ ×( ) ,
,A B c A B c A B c A B c
A B
t t t t





⋅ ⋅( ) + ⋅ ⋅( ) − ⋅ ⋅( ) − ⋅ ⋅( ) →
⋅ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
0
⋅( ) + ⋅ ⋅( ) + ⋅ ⋅( ) + ⋅ ⋅( ) →
− ⋅( )c A B c A B c A B c a b c
t t t t .
A B c A B c A B c A B c
b a c c
t t t t
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
0
⋅( )⋅ − ⋅( )⋅ − ⋅( )⋅ + ⋅( )⋅ →
⋅( ) − ⋅ ×( )
⋅( )⋅ − ⋅( )⋅ + ⋅( )⋅ − ⋅( )⋅ →
a b
A B c A B c A B c A B c
a
t t t t
,
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4
×( )⋅
⋅( )⋅ + ⋅( )⋅ − ⋅( )⋅ − ⋅( )⋅ →
b c
A B c A B c A B c A B ct t t t
0






0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
,
A B c A B c A B c A B c
a b
t t t t⋅( )⋅ + ⋅( )⋅ + ⋅( )⋅ + ⋅( )⋅ →
×( ) × − ⋅( )c b a c .
A B c A B c A B c A B c A A B B ct t t t t t0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = −( ) −( ) ,
A B c A B c A B c A B c A A B Bt t t t t t0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = +( ) −( )c
A B c A B c A B c A B c A A B Bt t t t t t
0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
,
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = −( ) +( )
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = +( ) +
c
A B c A B c A B c A B c A A B Bt t t t t
0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
,
0 0
t c( ) .
49
Математика и кибернетика - фундаментальные и прикладные аспекты
векторные выражения, приравнивание которых при-
водит к следующим известным тождествам векторной 
алгебры [13]:
a b c b a c c a b× ×( ) = ⋅( ) − ⋅( ),
a b c b a c a b c×( )× = ⋅( ) − ⋅( ),
a b c a b c⋅ ×( ) = ×( )⋅ .
Согласно полученным результатам, фор-
муле двойного векторного произведения 
a b c b a c c a b× ×( ) = ⋅( ) − ⋅( )  соответствует матричный 
аналог вида: 
A A B B c
C C A A b B B A A
t t
t t t t
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
−( )⋅ −( )⋅ =
= +( )⋅ +( )⋅ − −( )⋅ +( )⋅c0
или в развернутой записи:












































































































Откуда, понижая размерность матриц, получим 
матричное тождество [15]:
Известно, что векторно-скалярное произведение 











С другой стороны, смешанному произведению век-
торов соответствует установленная матричная форма:
1
4 00 0 0 0 0
A A B B c
a b c
t t+( )⋅ −( )⋅ → ⋅ ×( )




































a b c⋅ ×( )
0
,
откуда, переходя к матрицам меньшей размерно-
сти, нетрудно получить матричную формулу для вы-





























Исследованы свойства и структура мультипли-
кативных композиций векторных матриц. Уста-
новлены коммутативные, аддитивно и мультипли-
кативно-обратные векторные матрицы. Проведен 
анализ таблиц умножения векторных матриц и 
определены три вида результирующих матриц, 
одна из которых имеет кватернионную структуру. 
Мультипликативные композиции векторной ал-
гебры, содержащие скалярное и 
векторное произведения, пред-
ставлены в виде умножений алге-
браических сумм двух векторных 
матриц, соответствующих базису 
Ei  и E ii
t =( )1 2 3, , . На основе свой-
ства ассоциативности умножения матриц получены 
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